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Aquestes activitats han estat dissenyades per a ser realitzades amb els materials,
posters i software del expositor “L’Esfera Terrestre”. Aquest material es déna com a
referencia basica, es pot elaborar en forma de conferencia, o es pot imprimir i penjar
sobre les parets al costat dels posters i expositors. Aquest material no ha estat revisat
exhaustivament. Pot contenir errors i faltes. Llegiu-ho amb cura abans de fer-ho servir
en public i contacteu 'autor per qualsevol qiiestio o error.

L™is proposat és el seglient: Utilitzeu la seccié 1 com a material introductori, prop
d’una taula amb el globus i les eines. Mostreu cada secci6 2-7 en un plafé al costat de cada
poster corresponent en una paret propera. Mostreu la seccié 8 al costat de 'ordinador,
a fi de fer-ho servir després de veure els posters. Utilitzeu la seccié 9 com a material
complementari per al public interessat.

*E-mail: daniel.ramos@mmaca.cat



1 Que és un mapa?

Un mapa o projeccio cartografica és una representacié plana de la superficie de la Terra. Hi
ha infinites maneres de representar la Terra sobre un pla, pero totes elles distorsionaran
la seva aparenca d’una o una altra manera. Depenent del proposit del mapa, ens pot
interessar preservar fidelment algunes propietats tot i assumint que en perdrem unes
altres. Per exemple, en un mapa per a la navegacié és molt important mantenir fidelment
I’angle de la nostra ruta amb el Nord, ja que el podrem comparar amb la direccié del Nord
en la nostra briixola per a orientar-nos. Si necessitem, per exemple, representar regions
climatiques de la Terra, ens sera molt més adient un mapa que no distorsioni les arees.

e Mireu el globus terraqiii sobre la taula, i els mapes que hi ha exposats a les parets.
Tots els mapes tenen la forma de la Terra? Podeu notar o descriure la distorsio de
cada mapa?

e Mireu la graella que hi ha dibuixada sobre el globus i sobre els mapes. Per a que
serveix? Ens ajuda a veure la distorsi6?

Coordenades

El sistema de coordenades de la Terra és una manera de localitzar un punt mitjancant dos
nombres: una longitud (\) i una latitud (¢). A la Terra, les referencies fixes son els pols
Nord i Sud (I'eix de la Terra), el pla equatorial (perpendicular a l’eix), i el semipla que
conté el Royal Observatory de Greenwich i I’eix de la Terra. Donat un punt de la Terra
p, la seva longitud és I'angle entre el semipla que conté p i 'eix de la Terra i el semipla
de Greenwich. La latitud és I’angle entre la linia que uneix el centre de la Terra amb p i
el pla equatorial.

e Identifiqueu longitud i latitud en el model transparent de la taula.

Linies d’igual longitud s’anomenen meridians, i linies d’igual latitud s’anomenen paral-lels.
Algunes d’aquestes linies es poden dibuixar per a formar una graella anomenada graticula.
El globus i els mapes tenen una graticula espaiada 10° en cada coordenada.

Sobre el globus, la distancia entre punts es pot mesurar com una longitud (en kilometres)
o com l'angle de I'arc definit per aquests dos punts i el centre de la Terra com a vertex
(en graus o radians). Recodeu que arc = angle - radi (expressant I’angle en radians, no
en graus, i Iarc i el radi en unitats de longitud (km)).

e Intenteu trobar de manera aproximada les coordenades d’algunes ciutats sobre el
globus i sobre els mapes.

e Utilitzeu el regle flexible per a mesurar algunes distancies. Observeu que hi ha dues
escales: en quilometres i en graus.



2 La projeccié Plate-Carrée

Aquesta és potser la projeccié més facil. Només cal escriure la longitud i la latitud com
les coordenades x i y del pla. Per tant, la graticula queda formant una graella quadrada
uniforme. Es aquesta representacio fidel a la realitat?

e Cada quadrat de la graticula representa 10* sobre la Terra. Pero, és la graticula
sobre la Terra “quadrada”? Comproveu la forma d’un “quadrat” de la graticula
prop de 'equador i prop del pol Nord al globus. Tenen costats d’igual distancia?
Quant mesura un arc de paral-lel de 10° a I’equador? Quant mesura a latitud 70°N?

e Funciona el regle flexible sobre aquest mapa?

Per a ser més fidel a la realitat, la graticula no hauria de ser una graella quadrada.



3 La projeccié de Mercator

Aquesta projeccié va ser inventada per Gerardus Mercator en 1569, i és sense cap mena
de dubte la projeccié cartoografica més important de la Historia. La majoria de mapes
de proposit general utitlitzen aquesta projeccié. Observeu amb cura un “quadrat” de la
graticula sobre el globus terraqiii, prop dels pols. Aquests “quadrats” semblen més com
rectangles. La projeccié de Mercator és una deformacié vertical de la projeccié Plate-
Carrée. Ja que els paral-lels apareixien més llargs del que son en realitat, els meridians
han estat estirats la mateixa quantitat, de manera que ara el mapa esta alargat en vertical
i en horitzontal la mateixa quantitat en cada punt. Les regions i les arees sén molt
distorsionades, pero d’altra banda hem aconseguit una caracteristica molt important: les
formes i els angles s’han preservat.

Una caracteristica clau per a la navegaci6 és la segiient: Imagineu que voleu navegar
des s’una ciutat fins a una altra a través de l'ocea. Podeu tragar la linia recta que uneix
aquestes ciutats en el mapa de Mercator. Aquesta linia (anomenada lozodroma o linia de
rumb) forma un angle constant amb els meridians verticals, que apunten al Nord. Donat
que els angles es preserven, aquest és el veritable angle que heu de mantenir constant amb
la bruixola del vostre vaixell (encara que haurieu de corregir la petita diferéncia entre
Nord magnetic i geografic). Aixi, el mapa de Mercator permet, i ha permes durant segles,
trobar un cami entre dos punts de la Terra. Compte: aquesta loxodroma és només un
cami facil de seguir, no el més curt!

e Imagineu que sou al segle XVI i que voleu navegar des de Cadis (Sud d’Espanya)
fins a Caracas (avui Venezuela) en la vostra caravel-la. Quina és la ruta més facil
de seguir (loxodroma)? Useu el transportador pla.

e Imagineu que voleu volar avui dia des de Atenes (Grecia) fins a Los Angeles (USA).
Quina loxodroma uneix aquestes dues ciutats?

Si realment preneu un avié fent ruta directa des de Atenes fins Los Angeles, veureu
que voleu sobre una gran extensié nevada. Es Groenlandia. Per que? Busqueu la
ruta més curta al globus.

e Utilitzeu els transportadors esferic i pla per a comprovar la igualtat d’angles sobre
loxodromes en el mapa i en el globus.



4 La projeccié de Gall-Peters

La projecciéo de Mercator intenta arreglar la distrorsié de la projeccié Plate-Carrée cor-
regint els angles, pero aixo distorsona ampliament les arees. Altres projeccions, com la
de Gall-Peters, son dissenyades per a preservar les arees. La projeccié de Gall-Peters és
coneguda com la projeccié “del tercer méon”, perque paisos de Africa i de Sudamérica
(i totes les regions prop de 'equador) tenen un lloc preeminent. Si I’Africa sembla més
gran que I'Europa, és perque realment és més gran (les arees sén correctes). Tanmateix,
la forma no es preserva. L’Africa no és tan prima i allargassada com sembla en aquest
mapa.

e Quin continent és més gran, Nordamerica o Africa? Contesteu mirant la projec-
ci6 de Gall-Peters. Dirieu el mateix mirant la projeccié de Mercator? (Resposta:
Nordamerica fa uns 24.709.000 km?® i Africa uns 30.221.532 km?.)

e Utilitzeu les siluetes d’escuma per a comparar els tamanys dels continents en el
mapa amb els verdaders continents esferics. Encaixen? Que passa amb I’Antartida?



5 La projeccié Azimutal Equidistant

Aquest és el “mapa d’aeroport”. Al centre del mapa és Barcelona (perd podriem posar
qualsevol punt de la Terra). Una vegada fixat el centre, dibuixem punts a distancies
iguals de Barcelona sobre circumferencies concentriques al voltant del centre, utilitzant
la distancia com a radi. Aixi, la distancia des de Barcelona fins a qualsevol punt del
mon es mostra correctament en aquest mapa (perd només distancies des de Barcelona!).
L’angle entre el radi que uneix Barcelona amb el punt de desti i el Nord del mapa (direccié
vertical) també és correcte. Aixi, aquest és un mapa molt convenient de tenir a I’aeroport
de Barcelona, perque dona una bona idea de com de llarg sera el viatge i sobre quins
paisos volarem. També podem veure com de lluny sén diferents ciutats.

Podeu utilitzar el regle flexible sobre aquest mapa, perd només si mesureu distancies
des de Barcelona; en cas contrari la mesura sera erronia.

e Com de lluny sén Nova York (USA), Ciutat del Cap (Sudafrica) i Toquio (Japo) de
Barcelona? Quina de les tres és més lluny?

e Quin és el diametre d’aquest mapa?
e Quants paisos podem visitar viatjant menys de 10.000 km?

e Les antipodes de Barcelona (el punt de la Terra diametralment oposat a Barcelona)
és un punt de l'ocea Pacific, a prop de Nova Zelanda. On és aquest punt al mapa?
On és Nova Zelanda?



6 La projecci6 Gnomonica

Aquest mapa sembla enormement distorsionat. Tanmateix, té una propietat unica: tots
els camins més curts sobre la Terra (geodesiques) hi sén representats com a linies rectes.
Aixi, si volem que el cami més curt entre dos punts sigui (sembli) una linia recta, hem
de distorsionar tant el mapa. A més, no es pot mostrar tota la Terra, només una petita
porciéo menor que un hemisferi. El centre de la projeccié s’ha pres a Barcelona. Podeu
aconseguir aquest mapa projectant cada punt de la superficie de la Terra des del centre
de la Terra sobre un pla tangent a Barcelona.

e Trobeu el cami més curt des de Jerusalem (Israel) fins a La Habana (Cuba). Passa
per sobre de ’Africa? Dirieu el mateix mirant les altres projeccions?

e Quina forma adopten paral-lels i meridians?



7 La projecciéo de Mollweide

Aquesta projeccié omple una el-lipse d’eixos en proporcié 2:1. Aixo resol parcialment un
problema comi a totes les projeccions cilindriques (com ara Plate-Carrée, Mercator, Gall-
Peters i altres), el fet de que els pols no sén representats a un tnic punt. El pol Nord en
la projeccié de Plate Carrée correspon a tota la vora superior del mapa rectangular. Aixo
distorsiona enormement les regions al voltant dels pols, com I’Antartida. La projeccié
de Mollweide resol aixo i en redueix la distorsié. Més encara, la projeccié de Mollweide
preserva arees, de manera que la distorsié és només en forma, no en tamany. Finalment,
la seva forma arrodonida recorda la esfericitat de la Terra, cosa que no és tan aparent en
altres mapes rectangulars.

e Com es representen els paral-lels i els meridians?

e Compareu aquesta projeccié amb la de Gall-Peters. Ambdues preserven arees. Qui-
na creieu que distorsiona menys la forma real de la Terra? Utilitzeu els perfils de
escuma i el globus per a comparar els continents.



8 Com podem mesurar la distorsi6?

La distorsié d'un mapa és una magnitud complicada que no pot ser mesurada per un tnic
nombre. Tanmateix, el matematic frances Nicolas Auguste Tissot va idear en 1859 un
metode grafic per a mostrar la distorsié produida a qualsevol punt d’un mapa. Imagineu
un petit cercle al voltant d’un punt de la Terra. Si projectem aquest cercle sobre el mapa,
no el veurem com a un cercle, degut a la distorsié. Si el cercle és prou petit (un cercle
infinitesimal), el que veurem sera una el-lipse (una el-lipse infinitesimal). Podem mostrar
aquesta el-lipse magnificada per a veure-la sobre el mapa. Aquesta ellipse s’anomena
indicatriu de Tissot del mapa, i déna diversa informacié sobre la distorsio.

Un cercle infinitesimal es projecta en una el-lipse infinitesimal.

e Mireu la pantalla amb el programa. Podeu sel-leccionar el mapa a les pestanyes
superiors. Quan moveu el cursor sobre el mapa, la el-lipse de Tissot apareix sobre
el mapa. Si feu clic deixareu una el-lipse impresa. Podeu triar el tamany de les
el-lipses o esborrar-les totes.

Direccions principals. Podem pensar en la distorsié com a contreure i expandir la
Terra sobre un mapa. Tanmateix, podem contreure el mapa en una direccié i expandir-
lo en una altra, i aixo de manera diferent en cada punt. Els dos eixos de l'el-lipse de
Tissot indiquen les direccons principals, sén aquelles direccions on la expansio és maxima
i minima. Una el-lipse molt allargada significa que la distorsié és molt diferent d’una
direccio a una altra.

e QQuins mapes tenen el-lipses més extremes? Quina aparenca tenen?
e Com és la el-lipse al pol Nord en la projeccié de Plate-Carrée? On és el pol Nord?

e Son les direccions prncipals sempre les mateixes que les direccions dels paral-lels i
meridians?



Conformitat. Una el-lipse de Tissot amb eixos iguals (una circumferencia) significa
que la distorsid és igual de gran en totes les direccions des d’aquell punt. Aixi, qualsevol
forma (com la linia de la costa) al voltant d’aquest punt s’expandeix uniformement en
totes les direccions, i per tant la forma es preserva. Un mapa que conserva la forma en
tots els punts se'n diu conforme. Observeu en el diagrama anterior que quan 1’el-lipse de
Tissot és un cercle, tots els angles al voltant d’aquest punt es conserven iguals. FEls mapes
conformes preserven els angles.

e Quan l’el-lipse de Tissot és un cercle, la vora de I’el-lipse es torna verda. Trobeu en
cada mapa aquells punts on el mapa és conforme.

e Que és especial en el mapa de Mercator? Quant es distorsionen els angles? i les
arees?

Area. L’area de les el-lipses ens diu si la distorsié mitjana és expansiva o contractant.
Si un petit cercle de radi r (d’area 7r?) és projectat en una el-lipse de semieixos a i b
(d’area mwab), aleshores la condicié ab = r? significa que 'area de 'el-lipse és la mateixa
que la del cercle, i per tant el mapa no distorsiona ’area en aquest punt (el que es contreu
en una direcci6 es compensa amb el que s’expandeix en una altra). Un mapa que conserva
I’area en cada punt es diu equivalent.

Si un punt en un mapa preserva tant la forma com ’area (és conforme i equivalent),
aquest punt es diu que és a escala real. Aquest punt es reeresenta sobre el mapa sense
cap tipus de distorsié. Un important teorema en geometria diu que no n’hi ha cap mapa
amb tots els punts a escala real, és a dir, no existeix el mapa perfecte.

e Quan l'area es perserva, 'interior de I’el-lipse es torna verd. Quins mapes dels que
mostrem sén equivalents? Quina és I'area de tot el mapa en aquests casos?

e Compareu les arees d’Africa i de Groenlandia. Useu primer la projeccié de Gall-
Peters. Preneu una mida mitja o petita per a les el-lipses. Quantes podeu posar
sobre Groenlandia? i sobre Africa? Ara repetiu-ho en la projeccié de Mercator.
Recordeu: les el-lipses de Tissot poden semblar diferents, pero reprenenten el mateix
disc sobre la Terra.

Com més petit preneu el disc, millor és I'aproximacié. El fet és que Africa és 14.2
vegades més gran que Groenlandia. Quin dels dos mapes reflexa millor aquesta
proporcio?

e Que és més gran, Groenlandia o Australia? Podeu contestar mirant només a la
projeccié Plate-Carrée? 1 fent servir les el-lipses de Tissot?

e Tant la projeccié de Gall-Peters com la de Mollweide sén equivalents. Quina de les
dues distorsiona menys la forma?
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Comparacié entre 'area d’Africa i de Groenlandia en la projeccié de Mercator.



9 Dins les matematiques

Aquesta seccid fa servir matematiques de nivell superior. Llegiu-ho al vostre risc!

Una projeccié és una funcié que envia cada parell de coordenades en l'esfera S en un
parell de coordenades del pla R2,

F S — R?
Ng) = (z,9)

on A és la longitud i ¢ la latitud. Aquesta funcié es pot aproximar per ’aplicacié diferencial
dF
dF,: T, — R?

que envia el pla tangent a I'esfera en p en el pla R? centrat en F(p). El pla tangent es
pot pensar com l’espai de direccions del punt p, i el cercle unitari del pla tangent en p
representa el conjunt de totes les direccions unitaries des de p. L’el-lipse de Tissot és la
imatge per dF' del cercle unitari en 7,,S. Aixi, I’el-lipse de Tissot és una representaci6 de
com les direccions des de p son distorsionades.

La funcié F' i la seva diferencial dF'.

Hi ha dues direccions perpendiculars a la Terra que també son perpendiculars sobre
el mapa. Per veure aixo0, considerem una linia recta r en el pla tangent que passi per p,
i una semirrecta ¢t amb origen a p, perpendicular a r. Considerem les seves imatges r's’
i t' en el mapa, que es tallen en p’ = F'(p), no necessariament de manera perpendicular.
Suposem per exemple que r'p't’ és un angle agut i que t'p's’ és obtiis. Ara imaginem que
prenem l’angle recte rpt i el rotem al voltant de p, comencant amb 'angle rpt i terminant
en tps. A la banda del mapa, hem comencat amb 'angle agut »'p’s’ i hem acabat amb
I’angle obtus t'p's’, per tant, en algun punt intermig hem tingut un angle recte com a
imatge.



r P S r’ I3 s’

Les direccions principals sén perpendiculars.

Aquestes dues direccions sén les direccions principals, representades per dos vectors
unitaris perpendiculars. La imatge d’aquests dos vectors donen les direccions principals
sobre el mapa, i la longitud d’aquestes imatges, a, b, donen els semieixos de I'el-lipse de
Tissot. Si a = b l'el-lipse és un cercle, totes les direccions es dirtorsionen per igual i el
mapa és conforme en aquest punt. Si ab = 1, l'el-lipse té la mateixa area que el disc
unitari del pla tangent. Utitlitzant un disc infinitesimal obtenim 1’area infinitesimal de
I'esfera, i per tant el mapa és equivalent en aquest punt.

En un llenguatge formal, diem que I'aplicacié diferencial és una aplicacio lineal que es
pot diagonalitzar respecte de la metrica de 1'esfera, els vectors propis donen les direccions
principals i els valors propis donen els semieixos de l'el-lipse de Tissot. La condicié de
conformitat és que dF sigui un multiple de la matriu identitat, i la condicié d’equivalencia
(preservar arees) és que det(dF') = 1. Satisfer ambdues condicions a tot punt implicaria
ghe F' és una isometria, cosa que és impossible degut al Teorema Egregi de Gauss.
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